
Lema de Borel-Cantelli y convergencia casi segura

Introducción

En el año 1909, se publicó un articulo de Borel el cual abrió una polémica acerca de las
propiedades que debían pedirse a la función probabilidad en una formulación axiomática.En
ese artículo, titulado Les probabilités dénombrables et leurs applications arithmétiques, decía
Borel:

�Se distinguen generalmente, en los problemas de probabilidad, dos categorías principales,
dependiendo de que el número de casos posibles sea �nito o in�nito: la primera categoría
constituye lo que se llama las probabilidades discontinuas, o probabilidades en el dominio
del discontinuo, mientras que la segunda categoría comprende las probabilidades continuas o
probabilidades geométricas. Tal clasi�cación aparece como incompleta cuando se consideran
los resultados de la Teoría de Conjuntos; entre la potencia de los conjuntos �nitos y la
potencia del continuo se encuentra la potencia de los conjuntos numerables; me propongo
mostrar brevemente el interés respecto a las cuestiones de probabilidad en cuyo enunciado
intervienen tales conjuntos; las llamaré, para abreviar, probabilidades numerables.�

Enunciaremos el resultado de Borel utilizando el concepto de ensayo de Bernoulli, el cual
se de�ne como un experimento aleatorio que admite únicamente dos posibles resultados:
éxito y fracaso.

Teorema de Borel. Consideremos una sucesión in�nita numerable de ensayos de Bernoulli
y sea pn la probabilidad de éxito en el ensayo n. Denotemos por A1 al evento:

A1: Se obtiene una in�nidad de éxitos.

Entonces:

Si la serie
P1

n=1 pn es convergente, P (A1) = 0.

Si los ensayos de Bernoulli son independientes y la serie
P1

n=1 pn es divergente, P (A1) = 1.

Obsérvese que el teorema de Borel rebasó el marco clásico ya que planteó el cálculo de la
probabilidad de eventos cuya ocurrencia o no ocurrencia depende de los resultados de una
in�ninidad de ensayos de Bernoulli.
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El artículo de Borel causó un gran impacto en su época sobre todo por una aplicación de sus
resultados para deducir una propiedad importante de los números reales.

Sea q es un número natural mayor que 1 y, dado x 2 (0; 1), expresemos x en la base q:

x =
P1

j=1
bj
qj
,

donde cada bj es un entero no negativo menor que q.

Dado un número b 2 f0; 1; 2; : : : ; q � 1g denotemos por fn(b) a la fracción que resulta de
dividir entre n el número de veces que aparece b en los primeros n términos del desarrollo de
x en base q. Cuando l��mn!1 fn(b) existe, llamemos a ese límite frecuencia total de b en x.

Se dice que x =
P1

j=1
bj
qj
es normal con respecto a la base q si dado cualquier número

b 2 f0; : : : ; q � 1g, la frecuencia total de b en x existe y su valor es igual a 1
q
.

Se dice que x 2 (0; 1) es absolutamente normal si es normal con respecto a cualquier base
q 2 f2; 3; : : :g.

Borel demostró entonces el siguiente resultado:

Para cada j 2 N, seleccionemos al azar un elemento del conjunto f0; : : : ; q � 1g y de�namos
x como la serie

P1
j=1

bj
qj
. Entonces, la probabilidad de que x sea normal con respecto a la

base q es igual a 1.

El resultado de Borel puede expresarse en la forma siguiente:

Sea E un experimento aleatorio y A un evento relativo a ese experimento, de probabilidad
igual a p. Consideremos un nuevo experimento aleatorio consistente en la repetición inde�nida
del experimento E , de tal manera que cada repetición es independiente de las otras. Sea Xn

el número de veces que ocurre el evento A en las primeras n repeticiones del experimento,
entonces P

�
l��mn!1

Xn
n
= p

�
= 1.

La forma general de este resultado se conoce como Ley Fuerte de los Grandes Números.
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Más tarde, Hausdor¤ formuló y demostró el resultado de Borel,acerca de los números nor-
males, utilizando La Teoría de la Medida:

Sea q es un número natural mayor que 1, entonces la medida del conjunto de puntos en el
intervalo (0; 1) que son normales con respecto a la base q, es igual a 1:

Como corolario se tiene que la medida del conjunto de puntos en el intervalo (0; 1) que son
absolutamente normales es igual a 1.

En su razonamiento, Borel utilizó algunas de las propiedades que son equivalentes a la �-
aditividad; sin embargo él consideraba que la �-aditividad no podía considerarse como una
propiedad de cualquier función de probabilidad. Para fundamentar su a�rmación, daba el
siguiente ejemplo:

�Supongamos, por ejemplo, que existe una manera de elegir de entre la colección
in�nita de números enteros, uno de ellos al azar, de manera que cada uno de ellos
tenga la misma probabilidad, esta probabilidad deberá entonces ser nula, pero
su suma debe ser igual a 1.�
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Lema de Borel-Cantelli

El teorema de Borel tiene ahora una formulación más general, conocida como lema de Borel-
Cantelli.

Recordemos que, dada una sucesión A1; A2; : : : de subconjuntos de un conjunto F, se de�ne
el límite inferior (l��m��nf) y el límite superior (l��m sup) de esa sucesión de la siguiente manera:

l��m��nf An =
S1
n=1

T1
m=nAm

l��m supAn =
T1
n=1

S1
m=nAm

Obsérvese que l��m��nf An está formado por todos los elementos x 2 F para los cuales existe
N 2 N tal que x 2 An para cualquier n � N , mientras que l��m supAn está formado por
todos los elementos x 2 F que pertenecen a una in�nidad de conjuntos de la sucesión. Así
que se tiene siempre l��m��nf An � l��m supAn.

Teorema 1 (Lema de Borel-Cantelli - 1a. parte). Sea A1; A2; : : : una sucesión de even-
tos tales que

P1
n=1 P (An) <1 y sea:

A = f! 2 
 : ! 2 An para una in�nidad de valores de ng

Entonces P (A) = 0.

Demostración

Para cada m 2 N, sea Bm =
S1
n=mAn. Entonces la sucesión de eventos Bm es decreciente y

A =
T1
m=1Bm, así que:

P (A) = P [
T1
m=1Bm] = l��mm!1 P [Bm]

Pero:

P (Bm) = P (
S1
n=mAn) �

P1
n=m P (An)

Por lo tanto:

P (A) � l��mm!1
P1

n=m P (An) = 0
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Lema 1. Sea (pn)n2N una sucesión de números reales en el intervalo [0; 1] tal que la serieP1
n=1 pn es divergente, entonces l��mn!1

Qn
j=1(1� pj) = 0.

Demostración

Por el teorema del valor medio, se tiene, para cada x 2 [0; 1):

ln(1� x) = � x
1��x , donde � 2 (0; 1)

De manera que, para cualquier x 2 [0; 1), ln(1 � x) � �x, es decir, 1 � x � e�x, resultado
que también es válido para x = 1.

En particular, para cualquier n 2 N, se tiene:Qn
j=1(1� pj) < e�

Pn
j=1 pn

Así que:

l��mn!1
Qn
j=1(1� pj) � l��mn!1 e

�
Pn
j=1 pn = 0

Teorema 2 (Lema de Borel-Cantelli - 2a. parte). Sea A1; A2; : : : una sucesión de even-
tos independientes tales que

P1
n=1 P (An) =1 y sea:

A = f! 2 
 : ! 2 An para una in�nidad de valores de ng.

Entonces P (A) = 1.

Demostración

Para cada m 2 N, sea Bm =
S1
n=mAn. Entonces la sucesión de eventos B

c
m es decreciente y

Ac =
T1
m=1B

c
m, así que:

P (Ac) = P [
T1
m=1B

c
m] = l��mm!1 P [B

c
m]

Pero, Bcm =
T1
n=mA

c
n �

Tm+k
n=mA

c
n para cualquier k 2 N, así que, P (Bcm) �

Qm+k
n=m [1� P (An)]

para cualquier k 2 N. Por lo tanto:

P (Bcm) � l��mk!1
Qm+k
n=m [1� P (An)] = 0

Se concluye entonces que:

P (A) = 1� P (Ac) = 1� l��mm!1 P [B
c
m] = 1
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Convergencia casi segura

En el contexto de la Teoría de la Probabilidad, la convergencia casi en todas partes será
denominada convergencia casi segura.

De�nición 1 (Convergencia casi segura). Diremos que una sucesión de variables aleato-
rias (Xn)n2N converge casi seguramente a una variable aleatoria X si P [l��mn!1Xn = X] =

1. Si éste es el caso, se escribirá Xn
c:s:�! X.

Las siguientes propiedades se siguen inmediatamente de las correspondientes propiedades
para las sucesiones de números reales:

i. Si una sucesión de variables aleatorias (Xn)n2N converge casi seguramente a X, entonces
cualquier subsucesión de (Xn)n2N también converge casi seguramente a X.

ii. Si (Xn)n2N es una sucesión de variables aleatorias tal que Xn
c:s:�! X y Xn

c:s:�! Y , entonces
P [X = Y ] = 1.

iii. Si c es una constante y (Xn)n2N una sucesión de variables aleatorias tal que Xn
c:s:�! X,

entonces cXn
c:s:�! cX.

iv. Si (Xn)n2N y (Yn)n2N son dos sucesiones de variables aleatorias tales que Xn
c:s:�! X y

Yn
c:s:�! Y , entonces Xn + Yn

c:s:�! X + Y y XnYn
c:s:�! XY .
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Teorema 3. Sea (Xn)n2N una sucesión de variables aleatorias. Entonces Xn
c:s:�! 0 si y sólo

si para cualquier " > 0, se tiene:

P [f! 2 
 : jXn(!)j > " para una in�nidad de valores de ng] = 0
Demostración

Supongamos primero que l��mn!1Xn = 0 casi seguramente. Entonces existe un conjunto

0 � 
 de probabilidad 0 tal que si ! 2 
c0 entonces l��mn!1Xn(!) = 0. Así que, dado
!0 2 
c0 y " > 0, existe N 2 N tal que jXn(!0)j � " para cualquier n � N ; esto signi�ca
que:

!0 2
T1
n=N f! 2 
 : jXn(!)j � "g

Dicho de otra forma, si !0 2 
c0, entonces, dada cualquier " > 0:

!0 2
S1
m=1 [

T1
n=m f! 2 
 : jXn(!)j � "g]

Así que:


c0 �
S1
m=1 [

T1
n=m f! 2 
 : jXn(!)j � "g]

Por lo tanto:

P (
T1
m=1 [

S1
n=m f! 2 
 : jXn(!)j > "g]) = 0

Inversamente, supongamos que, para cualquier " > 0, se tiene:

P (
T1
m=1 [

S1
n=m f! 2 
 : jXn(!)j > "g]) = 0

Para cada r 2 N, sea:

Br =
T1
m=1

�S1
n=m

�
! 2 
 : jXn(!)j > 1

r

	�
Se tiene P (Br) = 0 para cualquier r 2 N y la sucesión de conjuntos B1; B2; : : : es creciente,
así que:

P (
S1
r=1Br) = l��mr!1 P (Br) = 0
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Pero:

Bcr =
�
! 2 
 : Existe N(!) 2 N tal que jXn(!)j � 1

r
para cualquier n � N(!)

	
De manera que si ! 2

T1
r=1B

c
r, entonces para cualquier r 2 N existe N(!) 2 N tal que

jXn(!)j � 1
r
para cualquier n � N(!). En particular, dada " > 0 sea r 2 N tal que 1

r
< "

y N(!) 2 N tal que jXn(!)j � 1
r
para cualquier n � N(!), entonces jXn(!)j < " para

cualquier n � N(!), lo cual signi�ca que l��mn!1Xn(!) = 0. Es decir:T1
r=1B

c
r � [l��mn!1Xn = 0]

Sea 
0 =
S1
r=1Br. Entonces P (
0) = 0 y si ! 2 
c0 =

T1
r=1B

c
r, entonces l��mn!1Xn(!) = 0.

Así que l��mn!1Xn = 0 casi seguramente.

Corolario 1. Sea (Xn)n2N una sucesión de variables aleatorias. Entonces Xn
c:s:�! X si y

sólo si para cualquier " > 0, se tiene:

P [f! 2 
 : jXn(!)�X(!)j > " para una in�nidad de valores de ng] = 0

Teorema 4. Sea (Xn)n2N una sucesión de variables aleatorias tales que:P1
n=1 P [jXnj > "] <1 para cualquier " > 0

Entonces Xn
c:s:�! 0.

Demostración

Dada " > 0, sea A(") = l��m sup f! 2 
 : jXn(!)j > "g.

Por el lema de Borel-Cantelli, P [A(")] = 0 para cualquier " > 0. Así que el resultado se
sigue aplicando el corolario 1.

Corolario 2. Sea X una variable aleatoria y (Xn)n2N una sucesión de variables aleatorias
tales que

P1
n=1 P [jXn �Xj > "] <1 para cualquier " > 0. Entonces Xn

c:s:�! X .


